Zbirka nalog za srednje Sole: MATEMATIKA
O. Arnus, V. Batagelj, A. Blaznik, B. Roblek, M. Strnad
POLINOMI. RACIONALNE FUNKCIJE. KRIVULJE Il. REDA

Poglavije Il. RACIONALNE FUNKCIJE; ENACBE IN NEENACBE, str.31

2
- X
Naloga10¢: Dolodi nicle, pole, asimptote in nacrtaj priblizen graf funkcije f (x) 2%
X®—2X+
Resitev Razlaga
f0 9_x2 Narisati je treba graf racionalne funkcije.
X)=—F
2
— X —2x+1 DEF.: Racionalna funkcija je vsak okraj$an kvocient dveh
Priblizen graf polinomov p(x) in q(X):
p(x)
2 f(x)=—=
f(x) = ZX—+9 q(x)
X" —2x+1 Standardni koraki za risanje racionalne funkcije so:
N: 9—x? =0 Nicle(N):
(3-x)@+x)=0 - Pois¢em nicle funkcije: f(x) = M) =0, torejje p(x)=0
3-x=0 q(x)

X, =3 (x) - liha - V ni€lah lihe stopnje (na grafu jih oznacujemo kot krizec -x) graf
nicla seka x 0s, 0z. re€emo, da funkcija spremeni predznak. Ni¢le prve
stopnje se imenujejo tudi enostavne nicle.

34+x=0 - V sodih ni¢lah (na grafu jih oznaCujemo s piko) pa se graf dotakne
) X 0s, 0z. funkcija ne spremeni predznaka.
X, =-3 (x) - liha
nicla

Primer: p(x) = (Xx=D(x+1)*(x-2)*(x+3)*

X =1 liha nicla (krizec)
X,3 =-1 soda nicla (pika)
Xy56 =2 liha nicla (krizec)

X;g910 = —3 Soda nicla (pika)

,//'

& ® DOTIK
AN
/

' ® DOTK

N

— X SEKA
N X SEKA

0

Doloc¢im $e predznak zacetne vrednosti ZV: p(0) =7(—)(+)(—)(+) >0
Vidim, da je pozitivna in krizec na y osi mi Ze pomaga dolo¢iti graf
p(X)-




P: x?-2x+1=0
(-1)(-1)

Razcep po Viétu!

(x-1)(x-1)=0

(x-1)%=0
Xx-1=0
&2:1

To je sodi pol.

Poli (P):

PoiS¢em pole racionalne funkcije iz enacbe, ko je imenovalec
funkcije enak 0: — q(x)=0

DEF.: Poli so to¢ke na x osi, pri katerih funkcija ni definirana. Graf
nikoli ne poteka skozi pol. V polu je VEDNO navpi¢na asimptota.
DEF.: Navpi¢na asimptota je premica v polu (riSem jo &rtkano),
katere se graf nikoli ne dotakne. Navpi¢na asimptota ima enako
enachbo kot pol.

Tudi poli so lahko lihe ali sode stopnje. V sodem polu (oznalim ga s
toCko) funkcija ohrani predznak oz. veji grafa »prihajata« iz leve in
desne strani ob asimptoti v polu. Tu sta dve moznosti v odvisnosti od
pozitivnega ali negativnega predznaka funkcije:

| | 1
0oy | o | | i

= (X—l)z 5 (

V lihem polu funkcija spremeni predznak in veji grafa »prihajata« iz
razlinih strani ob navpi¢ni asimptoti v polu. Spet sta dve moznost:
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Zato ima graf za
asimptoto

vzporednico z X 0sjo z

enacbo:

=— toje:
y 1 J

vod.koef . p(x)
vod.koef .q(x)

y=-1

A: Dolo¢imo posevno asimptoto
DEF.: PoSevna asimptota je krivulja (premica, parabola,...), kateri se
graf poljubno pribliza, vendar se je ne dotakne razen v posebnih
primerih.
Imenujmo st stopnjo, ki je enaka najvec¢jemu eksponentu
spremenljivke x.
Tu so tri moznosti:

(a) st(p) <st(q) Tedaj je poSevna asimptota vedno x os oz. y=0

Glej nalogo 6b!

(b) st(p) =st(q) PoSevna asimptota je vedno kvocient vodilnih
koeficientov polinoma v Stevcu in polinoma v imenovalcu. To
je vedno vzporednica z x osjo. V sploSnem graf ne seka
poSevne asimptote.

DEF.: Vodilni koeficient polinoma p(x)=a, x" +...+a, je

eksponentom.

2
Primer: f(Xx)= #
5x° +2x-1

Vodilni koeficient Stevca je 2, vodilni koeficient imenovalca je 5. Torej
2
je asimptota y =—.

Kadar dolo€amo asimptoto na ta na€in, moramo vedno Se raéunsko
ugotoviti, €e graf krivulje seka dobljeno asimptoto.




Racunsko ugotovim,
Ce graf seka to
asimptoto. (iS¢em
skupne tocke):

9-x*
X2 —2x+1
9-x*=—x*+2x-1
-2x=-10
X=5

Pri x = 5 graf seka
asimptoto y = -1.

Tako imamo
presecisCe grafa in
asinptote

S(5, -1).

Naredimo to za na$ primer.

%zg/.S(sz +2x-1)
5x“+2x-1 5

5(2x* —1) = 2(5x* + 2x—1)

10x? =5=10x* +4x—2
—-4x=3

X=——
4

2
Vidimo, da se graf in asimptota sekata pri x = —%, y paje g

Torej se sekata v tocki S(—%,é)

Potem, ko graf seka poSevno asimptoto, se obrne k asimptoti.

To isto poSevno asimptoto bi lahko dobili z deljenjem Stevca z
imenovalcem.

(c) st(p) > st(q) To moznost obravnavamo v nalogi 11d) istega
poglavja.

ZV:
0

F(0)=— =%=9

0-0+1

Torej graf seka y os v
P,(0,9).

Na grafu ni treba
iskati dodatne tocke.

Zacetna vrednost (ZV)
IzraGunamo zacetno vrednost funkcije (v njej graf seka y o0s).

f(0)=LQ

q(0)
Zacetna vrednost nam pomaga pri risanju grafa. Lahko se zgodi, da
funkcija nima zacetne vrednosti. To sta primera, ko ima funkcija pol
ali ni¢lo ravno v x = 0. V teh dveh primerih si z ZV ne moremo
pomagati pri risanju grafa. Tedaj moramo poiskati neko drugo toc¢ko

T, ki lezi na grafu f (x) =? ,to je T(XO,_p(XO))_

(%) 4(%)




NariSemo graf racionalne funkcije ob upostevanju vsega, kar smo dobili po izraCunih.

Izraduni

Komentar

GRAF

N: X, = 3 ()
X, = -3 (x)

Liha stopnja. V obeh
ni¢lah seka graf x os

P: x,=1 ()

Soda stopnja

V polu je navpi¢na
os katere graf nikoli
ne seka

Ary=-1
S(5,-1)

V S graf seka
posevno os: y=-1.
Ko jo seka , se
obrne proti njej in se
ji asimptotsko
priblizuje.

ZV: (0)= 9
P,(0,9)

V P, graf sekay os

DESNA POLOVICA

LEVA POLOVICA
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- Graf lahko zacnemo risati na levi ali desni
polravnini in potem nariSemo graf $e na drugi
polravnini. Ne smemo pozabiti, da v S graf seka
posevno asimptoto (ki je pri nas vzporedna z x
osjo). Takoj, ko jo seka se obrne k njej. Saj vem,
da simptote privlacijo krivulje.




